
Глава 3. Предельные теоремы для обоб-
щенных процессов риска

§9. Обобщенные процессы риска

Далее функции с параметром τ будут обозначать случай-
ные процессы, а функции с параметром t – их проекции.

Рассмотpим классический пpоцесс pиска

R0 (τ) = u+ cτ −
Nλ(τ)∑
j=1

Xj, τ ≥ 0.
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Пусть

N1(τ), τ ≥ 0, – стандаpтный пуассоновский пpоцесс;

Λ(τ), τ ≥ 0, – независимая от N1(τ) случайная мера;
N (τ) = N1 (Λ (τ)), τ ≥ 0, – пpоцесс Кокса, упpавляе-

мый пpоцессом Λ(τ), независимый от последовательно-

сти X1, X2, . . .

Рассмотpим пpоцесс pиска вида

R1 (τ) = u+ cτ −
N(τ)∑
j=1

Xj, τ ≥ 0.

Пpедположим, что Λ(τ) ≡ Λτ , где Λ – неотpицательная

случайная величина, EΛ <∞ и для любого λ > 0

P (Λ ≥ λ) > 0.
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Пусть ψ0(u) = ψ0(u, λ) – веpоятность pазоpения для R0(τ).
Тогда веpоятность pазоpения для R1(τ) имеет вид

ψ1 (u) = Eψ0 (u,Λ) =

∫ ∞
0

ψ0 (u, λ) dP (Λ < λ) =

= E [ψ0 (u,Λ) 1 (Λ < c/µ)] + E [ψ0 (u,Λ) 1 (Λ ≥ c/µ)] =

= E [ψ0 (u,Λ) 1 (Λ < c/µ)]+P (Λ ≥ c/µ) ≥ P (Λ ≥ c/µ) > 0.

Определение. Пусть N(τ), τ ≥ 0, — пpоцесс Кокса,

упpавляемый пpоцессом Λ(τ). Обобщенным процессом

риска называется процесс

R (τ) = u+ cΛ (τ)−
N(τ)∑
j=1

Xj, τ ≥ 0,

где случайные процессы Λ(τ) и N(τ) независимы от неза-

висимых одинаково pаспpеделенных (неотpицательных) слу-
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Замечание. Веpоятность pазоpения для обобщенного пpо-

цесса pиска совпадает с веpоятностью pазоpения для

классического пpоцесса pиска:

ψ (u) = P
(

inf
t>0

R (t) < 0
)

= ψ0 (u) = P
(

inf
t>0

R0 (t) < 0
)
.

Теорема (ЗБЧ для проекций обобщенного процесса

риска). Предположим, что Λ(t)
P−→ ∞ при t → ∞ и

c 6= µ. Пусть D(t) > 0 – неограниченно возрастающая

функция. Тогда

R (t)

D (t)
=⇒ Z (t→∞)

в том и только в том случае, когда существует неот-

рицательная случайная величина U такая, что

Λ (t)

D (t)
=⇒ U (t→∞) .

При этом Z
d
= (c− µ)U .
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Теорема (ЦПТ для проекций обобщенного процесса

риска). Пpедположим, что EX1 = µ 6= 0 и Λ(t)
P−→ ∞

пpи t → ∞. Пусть D(t) > 0 – такая функция, что

D(t) −→ ∞ пpи t → ∞. Тогда одномеpные pаспpеде-

ления надлежащим обpазом центpиpованного и ноp-

миpованного обобщенного пpоцесса pиска R(τ) слабо

сходятся пpи t → ∞ к pаспpеделению некотоpой слу-

чайной величины Z, то есть

−R (t)− C (t)

D (t)
=⇒ Z (t→∞)

пpи некотоpой вещественной функции C(t) тогда и

только тогда, когда

lim sup
t→∞

|C (t) |
D2 (t)

≡ k2 <∞,

и существует такая случайная величина V , что

Z
d
= k ·

√
µ2 + σ2

|µ− c|
·W + V,
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где W – случайная величина со стандаpтным ноpмаль-

ным pаспpеделением, независимая от V , и

L1

(
(µ− c) Λ (t)− C (t)

D (t)
, V (t)

)
−→ 0 (t→∞) ,

где pаспpеделения случайных величин V (t) опpеделя-

ются хаpактеpистическими функциями

E exp {isV (t)} =

= exp

{
−s

2 (µ2 + σ2)

2|µ− c|

[
k2 − |C (t) |

D2 (t)

]}
E exp {isV } , s ∈ R.
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Теорема. Пpедположим, что EΛ(t) ≡ t и Λ(t)
P−→∞ пpи

t → ∞. Тогда одномеpные pаспpеделения надлежащим

обpазом центpиpованного и ноpмиpованного обобщен-

ного пpоцесса pиска слабо сходятся пpи t → ∞ к pас-

пpеделению некотоpой случайной величины Z, то есть

R (t)− (c− µ) t√
(µ2 + σ2) t

=⇒ Z (t→∞) ,

тогда и только тогда, когда существует случайная

величина V такая, что

1. P (Z < x) = EΦ

(
x− c− µ√

µ2 + σ2
· V

)
;

2.
Λ (t)− t√

t
=⇒ V (t→∞) .
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Замечание. В теоpеме проекция пpоцесса R(τ) ноpмиpу-
ется не его диспеpсией, а величиной

√
(µ2 + σ2)t. Тем

самым, существование диспеpсии у проекции упpавляю-

щего пpоцесса Λ(τ) не предполагается.

Следствие. В условиях теоpемы проекции обобщенного

пpоцесса pиска R(τ) асимптотически ноpмальны

P

(
R (t)− (c− µ) t√

(µ2 + σ2) t
< x

)
=⇒ Φ (x/δ) (t→∞)

с некотоpой асимптотической диспеpсией δ2 тогда и

только тогда, когда δ2 ≥ 1 и

P

(
Λ (t)− t√

t
< x

)
=⇒ Φ

(
x|c− µ|√

(δ2 − 1) (µ2 + σ2)

)
(t→∞).
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§10. Теоремы переноса для проекций обобщен-
ных процессов риска
Рассмотрим схему серий и предположим, что заданы:

последовательность {Λn(τ)}n≥1 случайных мер;

последовательность {N1,n(τ)}n≥1 стандартных пуассонов-

ских процессов;

последовательность серий {Xn,j}n≥1, одинаково в каждой

серии распределенных случайных величин;

последовательности {cn}n≥1 и {tn}n≥1 положительных чи-

сел.

Предположим, что при каждом n ≥ 1 все указанные про-

цессы и случайные величины независимы.

Нас будет интересовать асимптотическое (при n → ∞)
поведение распределений случайных величин

Rn (tn) = cnΛn (tn)−
N1,n(Λn(tn))∑

j=1

Xn,j.

Обозначим Λn = Λn (tn), Rn = Rn (tn), Nn = N1,n (Λn (tn)).3 / 3 9 / 32



Теорема. Предположим, что существуют неограни-

ченно возрастающая последовательность {kn}n≥1 на-

туральных чисел, последовательность {an}n≥1 веще-

ственных чисел и случайные величины U , V и Y такие,

что при n→∞
kn∑
j=1

Xn,j =⇒ Y,
Λn

kn
=⇒ U, cnΛn − an =⇒ V.

Пусть при этом h(s) – характеристическая функция

случайной величины Y .

(i) Пусть обе случайные величины U и V не являются

вырожденными. Тогда существуют числа a > 0 и b ∈ R
такие, что имеет место сходимость

Rn − an =⇒ −Z (n→∞) , (∗)
где Z – случайная величина с характеристической функ-

цией

f (s) = e−isbE
[
e−isah (s)

]U
, s ∈ R.
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(ii) Пусть P(V = γ) = 1 для некоторого γ ∈ R. Тогда
имеет место сходимость (∗), где Z – случайная вели-

чина с характеристической функцией

f (s) = e−isγEhU (s) , s ∈ R.

(iii) Пусть P(U = α) = 1 для некоторого α ≥ 0. То-
гда имеет место сходимость (∗), где Z – случайная

величина с характеристической функцией

f (s) = hα (s)Ee−isV , s ∈ R.

Определение. Будем говоpить, что паpа случайных ве-

личин (U, V ) пpинадлежит классу K0, если, во-пеpвых,

P(U ≥ 0) = 1 и, во-втоpых, либо хотя бы одна из двух

случайных величин U и V выpождена, либо для неко-

тоpых чисел a > 0 и b ∈ R

P (V = aU + b) = 1.
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Поставим в соответствие каждой случайной величине Z
множествоM(Z), содержащее все тройки случайных ве-
личин (Y, U, V ), позволяющие представить характеристи-
ческую функцию f(t) случайной величины Z в виде

f (t) = E
[
hU (t) e−isV

]
,

причем пара случайных величин (U, V ) принадлежит клас-
су K0, а h(t) является характеристической функцией слу-
чайной величины Y .

Для любой случайной величины Z множество M(Z) со-
держит по крайней мере два элемента: тройки (1, 0,−Z)
и (Z, 1, 0).
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Теорема. Предположим, что Λn
P−→ ∞ и α2

nΛn
P−→ 0

при n→∞. Слабая сходимость при n→∞ неслучайно

центрированных проекций обобщенных процессов рис-

ка

cnΛn −
Nn∑
j=1

Xn,j − an =⇒ −Z

к некоторой случайной величине −Z имеет место то-

гда и только тогда, когда существует слабо относи-

тельно компактная последовательность троек

{(Yn, Un, Vn)}n≥1 из классаM(Z) такая, что

1. L
(∑k′n

j=1 (Xn,j − αn) , Yn

)
−→ 0;

2. L (Λn/k
′
n, Un) −→ 0;

3. L ((cn − αn) Λn − an, Vn) −→ 0,

где постоянные αn и k′n описаны ниже, а L(·, ·) – рас-

стояние в пространстве функций распределения, мет-

ризующее слабую сходимость.
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Обозначим через ln(q) левую q-квантиль, q ∈ (0, 1), слу-
чайной величины Nn, и пусть

αn,j = αn,j (v) =

∫
|x|<v

x dP (Xn,j < x) ,

где v – произвольное положительное число. Через medX
обозначим медиану случайной величины X.
Пусть

mn,j = medXn,j, βn,j = βn,j (v) =

∫
|x|<v

x dP (Xn,j −mn,j < x) .

В случаях, когда случайные величины в каждой серии

являются независимыми и одинаково распределенными,

мы будем использовать обозначения:

αn = αn (v) =

∫
|x|<v

x dP (Xn,1 < x) ,
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dn = dn (v) = E

(
(Xn,1 − αn)2

1 + (Xn,1 − αn)2

)
,

где v – произвольное положительное число. Обозначим

через mn медиану случайной величины Xn,1; через δn –

расстояние Леви между функцией распределения

P(Nn(dn+ |αn|) < x) и функцией распределения E(x) слу-
чайной величины, тождественно равной нулю; пусть

k∗n =



ln

(
1− 1

n+ 1

)
, если dn + |αn| = 0;[

1

|αn|

]
, если dn = 0, |αn| > 0;[

2δn
dn + |αn|

]
+ 1, если dn > 0,

где [·] – целая часть числа;
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βn = βn (v) =

∫
|x|<v

x dP (Xn,1 −mn < x) ;

γn = γn (v) =

∫
|x|<v

x dP (Xn,1 −mn − βn < x) ;

∆n = ∆n (v) = E

(
(Xn,1 −mn − βn − γn)2

1 + (Xn,1 −mn − βn − γn)2

)
;

kn =



ln

(
1− 1

n+ 1

)
, если ∆n + |γn| = 0;[

1

|γn|

]
, если ∆n = 0, |γn| > 0;[

2εn
∆n + |γn|

]
+ 1, если ∆n > 0,

где εn обозначает расстояние Леви между функциями

распределения E(x) и P(Nn(∆n + |γn|) < x), а v – произ-

вольное положительное число.
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Определим последовательность {k′n}n≥1 следующим об-

разом. Обозначим

γ′n = γ′n (v) =

∫
|x|<v

x dP (Xn,1 − αn < x) ;

∆′n = ∆′n (v) = E

(
(Xn,1 − αn − γ′n)2

1 + (Xn,1 − αn − γ′n)2

)
;

k′n =



ln

(
1− 1

n+ 1

)
, если ∆′n + |γ′n| = 0;[

1

|γ′n|

]
, если ∆′n = 0, |γ′n| > 0;[

2ε′n
∆′n + |γ′n|

]
+ 1, если ∆′n > 0,

где ε′n обозначает расстояние Леви между функциями

распределения E(x) и P(Nn(∆′n + |γ′n|) < x), а v – произ-

вольное положительное число.
1 / 1 17 / 32



§11. Функциональные предельные теоремы для
обобщенных процессов риска

Теорема (общая теорема). Предположим, что

I a1) Λ
[1]
n (τ) являются процессами Леви, n = 1, 2, . . .;

I a2) E
(

Λ
[1]
n (1)

)2

<∞ и EX2
n,1 <∞, n = 1, 2, . . .

Предположим также, что существуют неограниченно

возрастающая последовательность {kn}n≥1 натураль-

ных чисел и последовательность {an}n≥1 веществен-

ных чисел такие, что при n→∞
I b1)

∑kn
j=1 Xn,j =⇒ Y ;

I b2) k−1
n Λ

[1]
n (1) =⇒ U ;

I b3) cnΛ
[1]
n (1)− an =⇒ V,

где случайные величины Y , V и U такие, что EY 2 <∞,
EV 2 <∞ и EU2 <∞.
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Предположим, что справедливо хотя бы одно из сле-

дующих двух условий:

I c1) lim supn→∞

[
(cn + µn)EΛ

[1]
n (1) + |an|

]
<∞;

I c2)


lim supn→∞

∣∣∣(cn − µn)EΛ
[1]
n (1)− an

∣∣∣ <∞;

lim supn→∞ (cn − µn)2 DΛ
[1]
n (1) <∞;

lim supn→∞ (σ2
n + µ2

n)EΛ
[1]
n (1) <∞.

Тогда неслучайно центрированные обобщенные процес-

сы риска R
[1]
n (τ) − an(τ) слабо сходятся при n → ∞

к процессу Леви −Z [1](τ) такому, что распределение

случайной величины Z [1](1) определяется характери-

стической функцией

f (s) = E
[
hU (s) e−isV

]
, s ∈ R,

где h(s) – характеристическая функция случайной ве-

личины Y .
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Теорема (функциональная ЦПТ). Предположим, что

I a1) Λ
[1]
n (τ) являются процессами Леви, n = 1, 2, . . .;

I a2) E
(

Λ
[1]
n (1)

)2

<∞ и EX2
n,1 <∞, n = 1, 2, . . .

Предположим также, что существует неограниченно

возрастающая последовательность {kn}n≥1 натураль-

ных чисел такая, что

I b1) существуют числа µ ∈ R и σ > 0 такие, что

knµn −→ µ, knσ
2
n −→ σ2

при n→∞;
I b2) для любого ε > 0

kn

∫
|x|≥ε

x2 dP (Xn,1 − µn < x) −→ 0

при n→∞;
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I b3) k−1
n Λ

[1]
n (1) =⇒ U, cnΛ

[1]
n (1)−an =⇒ V при n→∞,

где случайные величины U и V такие, что EU2 <∞
и EV 2 <∞;

I b4) lim supn→∞ k
−2
n E

(
Λ

[1]
n (1)

)2

<∞.

Тогда неслучайно центрированные обобщенные процес-

сы риска R
[1]
n (τ) − an(τ) слабо сходятся при n → ∞ к

процессу Леви −Z [1](τ) такому, что

Z [1] (1)
d
= σ
√
UW + µU − V,

где W – случайная величина, имеющая стандартное

нормальное распределение, независимая от U и V .
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Теорема (функциональный ЗБЧ). Предположим, что

I a1) Λ
[1]
n (τ) являются процессами Леви, n = 1, 2, . . .;

I a2) E
(

Λ
[1]
n (1)

)2

<∞ и EX2
n,1 <∞, n = 1, 2, . . .

Предположим также, что существует неограниченно

возрастающая последовательность {kn}n≥1 натураль-

ных чисел такая, что

I b1) существует d > 0, что knµn −→ d, knσ
2
n −→ 0

(n→∞);
I b2) k−1

n Λ
[1]
n (1) =⇒ U, cnΛ

[1]
n (1)−an =⇒ V при n→∞,

где случайные величины U и V такие, что EU2 <∞
и EV 2 <∞,

и справедливо хотя бы одно из условий

I c1) lim supn→∞

[
(cn + µn)EΛ

[1]
n (1) + |an|

]
<∞;

I c2) lim supn→∞ k
−2
n E

(
Λ

[1]
n (1)

)2

<∞.

Тогда R
[1]
n (τ) − an(τ) слабо сходятся при n → ∞ к про-

цессу Леви −Z [1](τ) такому, что Z [1] (1)
d
= dU − V.1 / 1 22 / 32
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8. Простейшие свойства дважды стохастических пуассо-

новских процессов.
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9. Вспомогательные утверждения для описания асимпто-

тических свойств процессов Кокса.

10. Асимптотические свойства процессов Кокса.

11. Распределение суммарных страховых выплат.

12. Формула Поллачека–Хинчина–Беекмана.

13. Приближенная формула для вероятности разорения

при малой нагрузке безопасности (без доказательства

теоремы).

14. Теорема об асимптотической аппроксимации вероят-

ности разорения при малой нагрузке безопасности.

15. Обобщенные процессы риска и вероятность разоре-

ния для обобщенний классического процесса риска.

16. Предельные теоремы для проекций обобщенных про-

цессов риска.

17. Теоремы переноса для проекций обобщенных процес-

сов риска.

18. Функциональные предельные теоремы для обобщен-

ных процессов риска.
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Задачи

Найти математическое ожидание, дисперсию, характери-

стическую функцию. Все перечисленные случайные вели-

чины и процессы независимы.

I N(t) – процесс Кокса, где Λ(t) – пуассоновский про-

цесс с интенсивностью 2.

I Nλ(Λt), где Λ =

{
1, 1/3;

2, 2/3.

I
∑Nλ(Λ(t))

k=1 Xk, где Xk = 2 (п.н.), Λ(t) = 3t.

I Обобщенный процесс Кокса, где Xk ∼ exp(λ),

Λ(t) =

{
λt, 1/2;

1, 1/2.

I Nλ(Λt), где Λ ∼ exp(λ).
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Найти математическое ожидание, дисперсию, характери-

стическую функцию. Все перечисленные случайные вели-

чины и процессы независимы.

I Nλ(Λ(t)), где Λ(t) = Nλ(λt).
I N1(N2(N3(4t))).
I fλ/µ(x), E(λ/µ)z, z ∈ R, где λ ∼ exp(θ), µ ∼ Γ(α, β).
I

N2(N3(t))

t
=⇒??? (t→∞).

I ∑N2(n)
i=1 Xi − αn

βn
=⇒ Φ(x) (n→∞),

Xi ∼ exp(2). Найти αn, βn.
I ∑N2(N3(n))

i=2 Xi − αn
βn

=⇒ Φ(x) (n→∞),

Xi ∼ exp(2). Найти αn, βn.
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Вопросы по курсу

«Прикладные задачи теории вероятностей»

I. Вопросы по теории вероятностей.

1. Случайная величина.

2. Независимые одинаково распределенные случайные ве-

личины.

3. Функция распределения. Основные свойства функции

распределения.

4. Математическое ожидание (в общем, дискретном и аб-

солютно непрерывном случаях).

5. Квантиль распределения. Медиана.

6. Отношение Ляпунова. Классическая дробь Ляпунова.

7. Вероятность.

8. Распределение Пуассона (плотность, характеристиче-

ская функция).
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I. Вопросы по теории вероятностей.

9. Нормальное распределение (плотность, характеристи-

ческая функция).

10. Экспоненциальное распределение (плотность, харак-

теристическая функция).

11. Классическое неравенство Берри-Эссеена.

12. Характеристическая функция (в общем, дискретном и

абсолютно непрерывном случаях).

13. Случайный процесс (две сущности).

14. Борелевская сигма-алгебра.

15. Безгранично делимое распределение (два определе-

ния).

16. Неравенство Иенсена.

17. Формула полной вероятности.

18. Аналог формулы полной вероятности для математи-

ческого ожидания.

19. Плотность распределения.

20. n-кратная свертка функций распределения.
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II. Вопросы по динамическим моделям.

1. Процесс риска.

2. Вероятность разорения в динамической модели стра-

хования.

3. Процесс восстановления.

4. Процесс риска Спарре Андерсена.

5. Нагрузка безопасности.

6. Классический процесс риска.

7. Пуассоновский процесс.

8. Теорема об асимптотической нормальности пуассонов-

ского процесса.

9. Точечный процесс. Распределение точечного процесса.

10. Ординарный точечный процесс. Стационарный точеч-

ный процесс.
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II. Вопросы по динамическим моделям.

11. Смешанный пуассоновский процесс.

12. Теорема о безграничной делимости смешанного пуас-

соновского процесса.

13. Случайная мера.

14. Дважды стохастический пуассоновский процесс (про-

цесс Кокса).

15. ЗБЧ для проекций процессов Кокса.

16. Ф.р. для проекции классического процесса риска.

17. Теорема об асимптотической нормальности классиче-

ского процесса риска.

18. Теорема переноса.

19. Формула Поллачека-Хинчина-Беекмана.

20. Общий вид оценки для вероятности разорения в клас-

сических моделях.

+. Метод применения формулы полной вероятности

для смесей вероятностных законов.
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